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Resumen— Este artículo propone un controlador basado en 
observador para un modelo de helicóptero tipo VTOL de un 
grado de libertad. El objetivo de control es mantener la posición 
del VTOL en un punto de operación, a pesar de las 
incertidumbres ocasionadas por inexactitud en el modelo y ruido 
en las mediciones. El controlador y el observador son diseñados 
con base en algoritmos que inducen modos deslizantes en el 
sistema en lazo cerrado, ofreciendo características de robustez y 
convergencia en tiempo finito. Los resultados de simulación 
muestran un buen desempeño del esquema propuesto tanto en 
condiciones de ausencia de ruido como cuando se consideran 
mediciones ruidosas. 
 
Palabras Clave— Controlador basado en observador, Modos 
deslizantes, Observador, VTOL. 
 
I. INTRODUCCIÓN 
El control de sistemas sometidos a incertidumbre es un 
área de constante investigación dentro de los grupos dedicados 
al diseño de algoritmos eficientes y de alto desempeño. La 
incertidumbre, generalmente, se presenta debido a variaciones 
paramétricas y a perturbaciones externas de tipo 
determinístico o aleatorio. 
Debido a estas dificultades, durante el diseño de controladores 
y observadores, diversos métodos se han propuesto con tal de 
obtener leyes de control que mantengan cierta precisión a 
pesar del desconocimiento que se tiene del sistema y de las 
perturbaciones externas que lo afectan. Para el caso de diseño 
de controladores, las propuestas más comunes son el uso de 
técnicas 𝐻∞ [1] y [2], reguladores cuadráticos, métodos de alta 
ganancia y algoritmos de modos deslizantes. Similarmente, 
para el caso de observadores, se usan con frecuencia técnicas 
de filtrado óptimo las cuales incluyen los filtros de Kalman, 
filtros 𝐻∞ y observadores por modos deslizantes.  
 
En este sentido, la aproximación por modos deslizantes ha 
sido ampliamente usada para el control y la estimación de 
sistemas dinámicos, debido a sus características de 
convergencia en tiempo finito, robustez a incertidumbres e 
insensibilidad para perturbaciones acotadas [3], [4]. En el caso 
de observadores basados en modos deslizantes, el movimiento 
deslizante es alcanzado por medio de un “Operador 
Deslizante”, dependiendo del error de salida [5]. Además, 
mediante el uso de un operador deslizante del error (como la 
función Signo), las trayectorias de observación se vuelven 
insensibles a muchas formas de ruido. Por lo tanto, algunos 
observadores por modos deslizantes tienen propiedades 
atractivas e implementación sencilla [6]. 
 
En este artículo se presenta el diseño de un controlador 
basado en observador para el modelo lineal del sistema VTOL 
(helicóptero de un grado de libertad). Primero, se propone un 
observador de segundo orden por modos deslizantes (SM) 
basado en control equivalente [5] y el algoritmo ‘Super-
Twisting’ generalizado [7], el cual  es diseñado para obtener la 
corriente de armadura del motor (𝑖) y la velocidad angular (𝜔) 
del sistema, por medio de las medición de la posición angular 
𝜃. Luego, se propone un control basado en bloques, que 
induce modos deslizantes utilizando el algoritmo ‘Super-
Twisting’ [8], y se diseña para lograr estabilizar la posición 
angular 𝜃. 
 
El artículo presenta la siguiente distribución: en la Sección 
II se muestra el modelo considerado para el VTOL. Las 
Secciones III a IV describen los diseños de los observadores y 
los controladores respectivamente. Los resultados de 
simulación en los cuales se evidencia la principal 
característica del control propuesto se muestran en la Sección 
V. Finalmente en la Sección VI se dan las conclusiones y 
recomendaciones obtenidas. 
 
II. MODELO MATEMÁTICO DEL VTOL 
A continuación se muestra un modelo matemático del 
VTOL (helicóptero de un grado de libertad), el cual consiste 
en un sistema de ecuaciones diferenciales de tercer orden. La 
primera ecuación se obtiene mediante la aplicación de la 
segunda Ley de Newton para movimientos rotacionales y la 
segunda aplicando Ley de Voltajes de Kirchhoff. 
 
𝐽
𝑑2𝜃
𝑑𝑡2
+ 𝛽
𝑑𝜃
𝑑𝑡
+ 𝐾𝜃 = 𝐾𝑡𝑖       (1) 
𝐿
𝑑𝑖
𝑑𝑡
+ 𝑅𝑖 = 𝑣           (2) 
 
 
La ecuación 1, representa la dinámica mecánica del sistema 
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(helicóptero) y la ecuación 2 hace referencia a la dinámica del 
actuador (motor DC). Cabe anotar que las anteriores variables 
(𝑖, 𝜃, 𝑣), se miden a partir del equilibrio (es decir, son variables 
de desviación). La nomenclatura utilizada y los valores de 
cada parámetro se ilustran en la Tabla 1. Estos datos 
corresponden a un sistema VTOL real, y sus valores fueron 
suministrados por el fabricante [9]. 
 
TABLA I 
CONSTANTES DEL MODELO 
Símbolo Nombre  Valor (Unidades) 
𝑣 Voltaje del motor de DC [V] 
𝜃 Posición angular [rad] 
𝑅 Resistencia de armadura 3 [Ω] 
𝐿 inductancia de armadura 53.8  [𝑚𝐻] 
𝑖 Corriente de armadura  [A] 
𝐾𝑡 Torque-empuje constante 0.01718 [N m/A] 
𝐽 Momento de inercia 0.00347   [Kg m2] 
𝐵 Amortiguamiento viscoso 0.0009  [N m s/rad] 
𝐾 Rigidez 0.0373  [N m/rad] 
 
Para este sistema las variables de estado y la entrada 
considerada, son: 
 
𝑋 = [
𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [
𝜃
?̇?
𝑖
] ;    𝑢(𝑡) = 𝑣 
A. Sistema en el espacio de estado. 
La representación del sistema en variables de estado es la 
siguiente. 
 
[
𝑥1̇
𝑥2̇
𝑥3̇
] =
[
 
 
 
 
0 1 0
−
𝐾
𝐽
−
𝐵
𝐽
𝐾𝑡
𝐽
0 0 −
𝑅
𝐿]
 
 
 
 
[
𝑥1
𝑥2
𝑥3
] + [
0
0
1
𝐿
] 𝑢    (3) 
 
Además, se supone que se mide la variable 𝑥1 (es decir, la 
posición angular), pues según [7] se dispone de un ‘encoder’ 
para esto. La ecuación de salida es entonces: 
 
𝑦 = 𝑥1    (4) 
B. Análisis de controlabilidad y observabilidad 
Para verificar que el sistema es controlable, es decir que el 
sistema puede ir de un estado inicial a un estado final en 
tiempo finito, se calcula la matriz de controlabilidad lineal: 
 
𝐶𝑜 = [𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵] 
 
𝐶𝑜 =  
[
 
 
 
 
0 0 0
0
𝐾𝑡
𝐽𝐿
𝐾𝑡
2
𝐽2𝐿
1
𝐿
−
𝑅
𝐿2
𝑅2
𝐿3 ]
 
 
 
 
 
 
Cuyo rango es 3. Ya que 𝐶𝑜 no tiene filas y/o columnas 
linealmente dependientes, entonces el sistema es controlable.  
 
Por otro lado, para verificar que los estados no medidos sean 
observables o que se puedan medir a través de la entrada y la 
salida, se calcula la matriz de observabilidad del sistema 
mediante:  
𝑂 = [
𝐶
𝐶𝐴
𝐶𝐴2
] =  [
1 0 0
0 1 0
−
𝐾
𝐽
−
𝐵
𝐽
𝐾𝑡
𝐽
] 
  
Cuyo rango es 3, por lo tanto el sistema es controlable y 
observable.  
 
III. DISEÑO DE UN OBSERVADOR POR MODOS DESLIZANTES. 
En ocasiones no es posible físicamente obtener una 
medición de todos los estados de un sistema, debido a esto 
nace la necesidad de diseñar observadores de estado, que 
permitan obtener una estimación para los estados no medibles.  
 
Para el caso del VTOL sólo se pueden obtener mediciones de 
la variable 𝜃, y por medio de ella se diseña un observador para 
las variables de estado ?̇?(𝑡) 𝑒 𝑖(𝑡). Con base en (3) y (4), los 
estados del sistema pueden ser separados como los estados 
medibles y los no medibles, como se muestra a continuación: 
𝑋1 = 𝑥1 
 
𝑋2 = [
𝑥2
𝑥3
] 
 
[
?̇?1
?̇?2
] = [
𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22
] [
𝑋1
𝑋2
] + [
𝑏1
𝑏2
] 𝑈 
 
 Definiendo a ?̂?2 y ?̂?3 como las variables estimadas, un 
observador por el método de control equivalente es diseñado 
de la siguiente manera, tal como se hace en [12] 
 
[
?̇̂?1
?̇̂?2
] = [
𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22
] [
?̂?1
?̂?2
] + [
𝑏1
𝑏2
] 𝑈 + 𝑉         (5) 
 
Con 𝑉 = [
𝑉1(𝑋1̃)
𝐾𝑉1(𝑋1̃)
]. Donde 𝑋1̃ = 𝑋1 − ?̂?1, es el error de 
estimación para 𝑋1, y  ?̂?1 = ?̂?1, ?̂?2 = [
?̂?2
?̂?3
] . 
 
Además 𝑉1(𝑋1̃) = ∅1(𝑋1̃)+∅2(𝑋1̃); las expresiones 
correspondientes para ∅1(𝑋1̃)  𝑦 ∅2(𝑋1̃) son las siguientes: 
 
∅1(𝑋1̃) = 𝑘𝑂1[|𝑋1̃|
1
2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑋1̃) +  𝜇 |𝑋1̃|
3
2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑋1̃))] 
 
𝑑∅2(𝑋1̃)
𝑑𝑡
= 𝑘𝑂2[0.5 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑋1̃) + 2 𝜇 𝑋1̃  
+  1.5 𝜇2 𝑋1̃
2
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑋1̃)) 
Con 𝜇 > 0. 
 
Con esta propuesta de observador, solo queda diseñar el valor 
del vector de ganancias 𝐾, las cuales se diseñan de forma que 
sean las ganancias de Kalman en estado estacionario.  
 
IV. DISEÑO DE UN CONTROL POR BLOQUES QUE INDUCE 
MODOS DESLIZANTES. 
Dado que se mide continuamente la posición angular y que 
las variables correspondientes a la velocidad angular y la 
corriente son observadas, en este apartado diseña un 
controlador por bloques, que induzca modos deslizantes tal 
como se muestra en [13] y [14] para mantener la posición 
angular estabilizada. Se define entonces el error  1 como 
sigue: 
 
𝑒1 = 𝑥1 − 𝑥1𝑅𝐸𝐹     (6) 
 
Donde 𝑥1𝑅𝐸𝐹  es la referencia para la posición angular. Luego, 
diferenciando la ecuación (6), se obtiene la dinámica del error 
1: 
 
?̇?1 = 𝑥2 − ?̇?1𝑅𝐸𝐹     (7) 
 
Para estabilizar la dinámica del error 1, se define 𝑥2 como un 
controlador virtual para este bloque. El valor deseado para 𝑥2 
es: 
 
𝑥2𝐷𝐸𝑆 = ?̇?1𝑅𝐸𝐹 − 𝑘𝐶1𝑒1    (8) 
 
 
Con 𝑘𝐶1 > 0. Con base en (8), se define el error 2: 
 
𝑒2 = 𝑥2 − 𝑥2𝐷𝐸𝑆     (9) 
 
De nuevo, diferenciando (9), se obtiene: 
 
?̇?2 = −
𝐾
𝐽
𝑥1 −
𝐵
𝐽
𝑥2 +
𝐾𝑡
𝐽
𝑥3 − ?̇?2𝐷𝐸𝑆    (10) 
 
Y para estabilizar la dinámica del error 2, se define un valor 
deseado para 𝑥3, de la siguiente manera: 
 
𝑥3𝐷𝐸𝑆 = (
𝐾
𝐽
𝑥1 +
𝐵
𝐽
𝑥2 + ?̇?2𝐷𝐸𝑆)
𝐽
𝐾𝑡
− 𝑘𝐶2𝑒2    (11) 
 
Con 𝑘𝐶2 > 0. Finalmente, se define el error 3: 
 
𝑒3 = 𝑥3 − 𝑥3𝐷𝐸𝑆     (12) 
 
Para el cual: 
 
?̇?3 = −
𝑅
𝐿
𝑥3 +
1
𝐿
𝑢 − ?̇?3𝐷𝐸𝑆    (13) 
 
En la ecuación (13), se observa que el control aparece 
explícitamente, por lo cual se utiliza directamente para 
estabilizar la dinámica del error 3 de la siguiente manera: 
 
𝑢 = 𝐿 (
𝑅
𝐿
𝑥3 + ?̇?3𝐷𝐸𝑆) + 𝑆𝐿[𝑒3]    (14) 
 
Donde 𝑆𝐿[𝑒3], es un operador que induce modos deslizantes 
en 𝑒3. Es decir, 𝑆𝐿[𝑒3] estabiliza el error 3 en tiempo finito. 
Para este término (𝑆𝐿[𝑒3]) se escoge un algoritmo ‘Super-
Twisting’ como el mostrado en [8], debido a que al ser un 
controlador por modos deslizantes de alto orden, presenta las 
propiedades de rechazo a perturbaciones, convergencia en 
tiempo finito y señal de control continua. Según lo anterior, la 
ecuación (14) se reescribe de la siguiente manera: 
 
𝑢 = 𝐿 (
𝑅
𝐿
𝑥3 + ?̇?3𝐷𝐸𝑆) − 𝑘𝐶3√|𝑒3|𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒3) + 𝑧    (15) 
?̇? = −𝑘𝐶4 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒3) 
 
Con 𝑘𝐶3 > 0 y 𝑘𝐶4 > 𝑚𝑎𝑥 〈
1
2
𝑑
𝑑𝑡
[𝐿 (
𝑅
𝐿
𝑥3 + ?̇?3𝐷𝐸𝑆)]〉. 
 
Para finalizar el diseño del controlador, es importante notar 
que en (8) el valor deseado de 𝑥2 contiene el término 𝑒1. 
Además, se observa que en (11), el valor deseado de 𝑥3 
contiene el término ?̇?2𝐷𝐸𝑆. Por tanto, si la medición de la 
posición angular es ruidosa, derivar el término 𝑥2𝐷𝐸𝑆 resulta 
en una señal más ruidosa con un diferenciador convencional. 
Por lo tanto, para evitar el efecto nocivo del ruido, se utiliza el 
diferenciador propuesto en [11], el cual utiliza un algoritmo 
‘Super-Twisting’ generalizado para calcular derivadas en 
presencia de ruido acotado. 
 
V. RESULTADOS DE SIMULACIÓN NUMÉRICA. 
Varias referencias han trabajado un problemas similar, pero 
con otras técnicas de control [15-17]. Con  el fin de verificar el 
funcionamiento del controlador basado en observador 
propuesto, se realizan simulaciones numéricas utilizando el 
método de Euler (ODE 1) con tamaño de paso 𝑡𝑠 = 1 ×
10−4𝑠. Las constantes de simulación para el observador son 
𝑘𝑂1 = 2.5, 𝑘𝑂2 = 3, 𝐾 = [2.9160 0.0075]
𝑇 y 𝜇 = 1.5. Y 
las ganancias del controlador son 𝑘𝐶1 = 1, 𝑘𝐶2 = 1, 𝑘𝐶3 = 1, 
y 𝑘𝐶4 = 2. 
 
Para la simulación, las condiciones iniciales en las variables 
de estado son cero. Con el fin de verificar el control, se 
propone la referencia como 𝜃𝑟𝑒𝑓 = 0 𝑟𝑎𝑑, y para comprobar 
los resultados se varía la referencia a 𝜃𝑟𝑒𝑓 = 0.055 [𝑟𝑎𝑑] que 
equivale a 10 grados aproximadamente. Por otra parte, las 
demás variables de estado deben mantenerse estables, para la 
velocidad ?̇? = 0 [
𝑟𝑎𝑑
𝑠
], y para la corriente 𝑖 = 0 [𝐴]. Además, 
el sistema se expone ante ruido aleatorio en el sensor, que 
tiene como varianza 𝜎2 = 0.1 y que este a su vez representa  
una desviación de la variable medida de aproximadamente el 
30% de la señal.  Por tanto, los resultados de simulación que 
se presentan, son las respuestas con ruido y sin ruido debidas a 
una misma señal de referencia.  Los resultados se muestran en 
las Figuras 1 a 6. 
 
Figura 1. Posición y referencia de la posición, sin ruido y con 
ruido en el sensor para 𝜃𝑟𝑒𝑓 = 0 𝑟𝑎𝑑. 
 
En la Figura 1 se muestra el control de la posición del VTOL, 
el cual alcanza la referencia aproximadamente en 𝑡 = 3𝑠, lo 
que representa un comportamiento satisfactorio para la 
variable medida en condiciones sin ruido. Análogamente, se 
muestra el comportamiento ante una señal ruidosa en la salida 
del sistema (sensor), donde éste oscila en valores cercanos al 
valor de referencia.  Por otro lado, la Figura 2 representa la 
estimación de la velocidad angular y se observa que cuando no 
aparece el ruido la señal medida se tarda aproximadamente 1𝑠 
en alcanzar la señal estimada, lo cual representa una 
estimación válida para la velocidad. 
 
 
Figura 2. Respuesta de la velocidad angular deseada y 
estimada con ruido y sin ruido en el sensor, para 𝜃𝑟𝑒𝑓 = 0 𝑟𝑎𝑑 
 
En el caso de la Figura 3, la corriente medida alcanza casi 
inmediatamente (𝑡 = 0𝑠) la corriente estimada, esto 
representa una estimación apropiada para la corriente, aun 
cuando el comportamiento de ésta en el modelo se encuentre 
desacoplado de las otras variables de estado. 
 
 
 
Figura 3. Corriente deseada y corriente estimada, sin ruido y 
con ruido en el sensor, para 𝜃𝑟𝑒𝑓 = 0 𝑟𝑎𝑑 
 
En seguida en las Figuras 4, 5 y 6 se presenta la respuesta de 
cada uno de los estados ante el cambio en la referencia, de 
nuevo aplicándole ruido a la señal de salida 𝜃𝑟𝑒𝑓 = 0.055 𝑟𝑎𝑑. 
 
 
Figura 4. Posición y referencia de la posición sin ruido y con 
ruido en el sensor, para 𝜃𝑟𝑒𝑓 = 0.055 𝑟𝑎𝑑  
 
 
Figura 5. Velocidad y velocidad estimada, sin ruido y con 
ruido en el sensor, para 𝜃𝑟𝑒𝑓 = 0.055 𝑟𝑎𝑑  
 
 
 
 
Figura 6. Corriente y corriente estimada, sin ruido y con ruido 
en el sensor, para θref = 0.055 rad  
 
VI. CONCLUSIÓN 
Un control por modos deslizantes basado en observador, 
aplicado al modelo de un helicóptero tipo VTOL, se presentó 
en este artículo. Del esquema propuesto se destaca la robustez 
ante la incertidumbre en el modelo y el ruido en la medición, 
lo cual se pudo verificar mediante resultados en simulación. 
Se espera, como trabajo futuro, llevar estos resultados a una 
implementación física, para tener una visión real del 
comportamiento de los sistemas ante una estrategia de control 
robusta como son los algoritmos de modos deslizantes.   
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